
閉包作用素が定めるマトロイドについて

2025年 11月 2日 16時 44分更新
定義 1 　 𝐸 を有限集合とし，(𝐸, cl∶ 2𝐸 → 2𝐸) を 𝑀 と置くことにする。𝑀 が次の四条件
(CL1)から (CL4)を満たすとき，閉包作用素が定める 𝐸上のマトロイドと𝑀を呼び，clを
その閉包作用素と呼ぶ。
(CL1) 𝐸の部分集合 𝑋に対し，𝑋 ⊂ cl(𝑋)である。
(CL2) 𝐸の部分集合 𝑋に対し，cl(cl(𝑋)) = cl(𝑋)である。
(CL3) 𝐸の部分集合 𝑋と 𝑌に対し，𝑋 ⊂ 𝑌ならば cl(𝑋) ⊂ cl(𝑌)である。
(CL4) 𝐸の元 𝑥と 𝐸の部分集合 𝑋と cl(𝑋 ∪{ 𝑥 })∖cl(𝑋)の元 𝑦に対し，𝑥 ∈ cl(𝑋 ∪{ 𝑦 })∖cl(𝑋)

である。
閉包族とフラット族が等しいことを見るのが目標である。
命題 2　閉包作用素が定める 𝐸上のマトロイドと𝑀を考え，

{ 𝐹 ∈ 2𝐸 ∶ cl(𝐹) = 𝐹 }

を 𝔉と置く。このとき (𝐸, 𝔉)はフラット族が定めるマトロイドである。すなわち
(F1) 𝐸 ∈ 𝔉である。
(F2) 𝔉の元 𝐹1と 𝐹2に対し，𝐹1 ∩ 𝐹2 ∈ 𝔉である。
(F3) 𝔉の元 𝐹と 𝐸∖𝐹の元 𝑒に対し，𝑒を含みかつ 𝐹を被覆するような 𝔉の元が存在する。
を (𝐸, 𝔉)が満たす。ここで 𝔉の元 𝐹と 𝐺について，𝐺が 𝐹を被覆するとは，𝐹 ⫋ 𝐺かつ
「𝐹 ⫋ 𝐻 ⊂ 𝐺, 𝐻 ∈ 𝔉ならば 𝐻 = 𝐺」が成り立つときをいう。

証明　 (F1)について。(CL1)より 𝐸 ⊂ cl(𝐸)なので，𝐸 = cl(𝐸)である。ゆえに 𝐸 ∈ 𝔉。
(F2)について。𝐹1と 𝐹2を 𝔉の元とする。すると (CL1)と (CL3)より 𝐹1∩𝐹2 ⊂ cl(𝐹1∩𝐹2) ⊂

cl(𝐹1) ∩ cl(𝐹2) であり，最右辺は 𝐹1 ∩ 𝐹2 と等しい。ゆえに cl(𝐹1 ∩ 𝐹2) = 𝐹1 ∩ 𝐹2 であり，
𝐹1 ∩ 𝐹2 ∈ 𝔉が従う。
(F3)について。𝐹を 𝔉の元，𝑒を 𝐸 ∖ 𝐹の元とする。cl(𝐹 ∪ { 𝑒 })を 𝐺と置くとき，(CL2)

より 𝐺 ∈ 𝔉であり，(CL1)より 𝑒 ∈ 𝐺かつ 𝐹 ⫋ 𝐺である。あとは 𝐺が 𝐹を被覆すること
を示せば (F3)の成立を確かめられる。𝐹 ⫋ 𝐻 ⊂ 𝐺, 𝐻 ∈ 𝔉とする。𝐻 ∖ 𝐹の元 𝑥を一つ取
ると，𝑥 ∈ cl(𝑋 ∪ { 𝑒 }) ∖ cl(𝑋)であるので，(CL4)より 𝑒 ∈ cl(𝑋 ∪ { 𝑥 }) ∖ cl(𝑋)である。した
がって 𝑋 ∪ { 𝑒 } ⊂ cl(𝑋 ∪ { 𝑥 })であるので，

𝐺 ⊂ cl(cl(𝑋 ∪ { 𝑥 })) （∵ (CL3)より。）

= cl(𝑋 ∪ { 𝑥 }) （∵ (CL2)より。）
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⊂ cl(𝐻) （∵ (CL2)より。）

= 𝐻 （∵ 𝐻 ∈ 𝔉なので。）

と計算できるので，𝐻 = 𝐺である。 証明終　

命題 3 　フラット族 𝔉が定めるマトロイド𝑀を考え，cl∶ 2𝐸 → 2𝐸を cl(𝑋) = ⋂𝐹∈𝔉∶
𝑋⊂𝐹

𝐹

で定める。このとき (𝐸, cl)は閉包作用素が定めるマトロイドである。

証明　 (CL1)と (CL3)は定義から直ちに従う。
(CL2) について。(F2) はフラット族が有限交叉で閉じていることを意味しているので，

すべての閉包はフラットであることに注意する。（すなわち cl(2𝐸) ⊂ 𝔉 である。）すると
𝐸の部分集合 𝑋に対し，cl(𝑋) ∈ { 𝐹 ∈ 𝔉 ∶ 𝑋 ⊂ 𝐹 }となるので，cl(cl(𝑋)) ⊂ cl(𝑋)であり，
(CL3)より逆の包含も成立するので，cl(cl(𝑋)) = cl(𝑋)である。

(CL4)について。𝑒を 𝐸の元，𝑋を 𝐸の部分集合，𝑦を cl(𝑋∪{ 𝑥 })∖cl(𝑋)の元とする。こ
のとき cl(𝑋 ∪ { 𝑥 })は，𝑥を含み cl(𝑋)を被覆するフラットである。なんとなれば，(F3)を
用いて 𝑥を含み cl(𝑋)を被覆するフラット 𝐺を取ると，cl(𝑋) ⫋ cl(𝑋∪{ 𝑥 }) ⊂ 𝐺となるから
である。ここで 𝑦 ∈ cl(𝑋 ∪ { 𝑥 }) ∩ cl(𝑋 ∪ { 𝑦 })であるから，cl(𝑋) ⫋ cl(𝑋 ∪ { 𝑥 }) ∩ cl(𝑋 ∪ { 𝑦 })

である。cl(𝑋 ∪ { 𝑥 })が cl(𝑋)を被覆することから，cl(𝑋 ∪ { 𝑥 }) = cl(𝑋 ∪ { 𝑥 }) ∩ cl(𝑋 ∪ { 𝑦 })

である。ゆえに 𝑥 ∈ cl(𝑋 ∩ { 𝑦 }) ∖ cl(𝑋)である。 証明終　

定理 4　 𝐸を有限集合とする。
(1) cl∶ 2𝐸 → 2𝐸を閉包作用素とする 𝐸上のマトロイド𝑀を考え，そのフラット族 𝔉が
定める的とロイドを 𝑀′ とする。このとき 𝑀′ の閉包作用素 cl

′ が定めるマトロイド
は𝑀である。

(2) フラット族 𝔉が定める 𝐸上のマトロイド 𝑁を考え，その閉包作用素 cl∶ 2𝐸 → 2𝐸が
定めるマトロイドを 𝑁′とする。このとき 𝑁′のフラット族 𝔉′が定めるマトロイドは
𝑁である。

ゆえに閉包作用素が定めるマトロイドとフラット族が定めるマトロイドは一対一に対応
する。

(1)の証明　示すべきことは二つの写像 cl と cl
′ が等しいことである。𝐸 の部分集合 𝑋 を

勝手に取る。(CL3)より 𝑋を包含する 𝔉の元すべてが cl(𝑋)を包含するので，cl(𝑋) ⊂ cl
′(𝑋)

である。また (CL2)より cl(𝑋)が 𝑋を包含する 𝔉の元であるから，cl
′(𝑋) ⊂ cl(𝑋)である。

ゆえに cl(𝑋) = cl
′(𝑋)である。 証明終　

(2)の証明　示すべきことは 𝔉 = 𝔉′である。𝔉′の元 𝐹を勝手に取ると，𝐹 = cl(𝐹)であり，
(F2)より右辺が 𝔉の元である。ゆえに 𝔉′ ⊂ 𝔉である。𝔉の元 𝐹を考えると，𝐹自身が 𝐹
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を包含する 𝔉の元であるから，cl(𝐹) = 𝐹である。ゆえに 𝔉 ⊂ 𝔉′であるので，𝔉 = 𝔉′が成
り立つ。 証明終　
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