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ここに，私が気付いた数学的な内容で，本来なら学部生の段階で習得すべきだったもの
を記録する。書いていて恥ずべきような内容であるから，このような見つかりづらい場所
に配置することにした。
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体上有限型概型の閉点の行く末

次の形のヒルベルト零点定理を用いること考える。
定理 1 (ヒルベルトの零点定理，[AM69, Cor. 5.24])　 𝑘を体とし，有限生成 𝑘代数 𝐴を考
える。このとき 𝐴が体であるならば，𝐴/𝑘は有限拡大である。
この定理を用いて 𝑘上局所有限型概型の閉点が 𝑘上概型の間の射によって閉点に移るこ

とを示そう。
命題 2　 𝑘を体とする。𝑘代数の射 𝜑∶ 𝐵 → 𝐴を考え，𝐴が 𝑘代数として有限生成である
とする。このとき，𝐴 の勝手な極大イデアル 𝔪 に対し，𝜑−1(𝔪) は 𝐵 の極大イデアルで
ある。

証明　定理 1より合成写像 𝑘 → 𝐴 → 𝐴/𝔪が体の有限拡大であることがわかる。𝜑は単射
な環準同型 𝜑̅∶ 𝐵/𝜑−1(𝔪) ↪ 𝐴/𝔪を誘導し，また 𝜑が 𝑘代数の間の射であることから，可
換図式

𝐵/𝜑−1(𝔪) 𝐴/𝔪

𝑘 𝑘

𝜑̅

が得られる。体拡大 (𝐴/𝔪)/𝑘 が代数拡大であるから，𝐵/𝜑−1(𝔪) の元はすべて 𝑘 上代数的
である。よって 𝐴/𝜑−1(𝔪)の非零元 𝑎に対し，𝑎−1 ∈ 𝑘[𝑎] ⊂ 𝐵/𝜑−1(𝔪)であり，𝐴/𝜑−1(𝔪)
が体であることがわかる。ゆえに 𝜑−1(𝔪)は極大イデアルである。 ∎

命題 3　 𝑘を体とし，二つの 𝑘概型 𝑋と 𝑌を考え，さらに 𝑋が 𝑘上局所有限型であるとす
る。このとき 𝑘上概型の射 𝜑∶ 𝑋 → 𝑌により 𝑋の閉点は 𝑌の閉点に移る。

証明　 𝑥 を 𝑋 の閉点とし，𝑓(𝑥) を含む 𝑌 の開アフィン部分概型 𝑉 を取り，Γ(𝑉,𝒪𝑌) を 𝐵

と置く。また 𝑋 が 𝑘 局所有限型であるから，𝑥 を含み，かつ切断が有限生成 𝑘 代数であ
るような開アフィン部分概型 𝑈 が存在する。Γ(𝑈,𝒪𝑋) を 𝐴 と置く。𝑓 が 𝑘 アフィン概型
の射 𝑓|𝑈∶ 𝑈 → 𝑉を引き起こすので，この 𝑓|𝑈に対応する 𝑘代数の射を 𝜑∶ 𝐵 → 𝐴とす
る。このとき 𝑥 に対応する Spec𝐴 の閉点を 𝔪 とするとき，𝑓(𝑥) に対応する Spec𝐵 の点
は 𝜑−1(𝔪) で与えられ，命題 2 により 𝜑−1(𝔪) は Spec𝐵 の閉点であることが従う。ゆえに
𝑓(𝑥) は 𝑉 の閉点である。𝑓(𝑥) を含む開アフィン部分概型 𝑉 は勝手に選ぶことができるの
で，𝑓(𝑥)が 𝑌の閉点であることが示された。 ∎

例 4 　 𝑘 を体，𝑘[𝑋] を 𝑘 係数一変数多項式環，その商体を 𝑘(𝑋) とする。このとき
𝑘(𝑋) は 𝑘 代数として有限生成でない。なぜなら有限生成だったとすると，定理 1 より
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𝑘(𝑋)/𝑘 が有限拡大となるので矛盾である。このとき，包含 𝑘[𝑋] → 𝑘(𝑋) が誘導する射
Spec 𝑘(𝑡) → Spec 𝑘[𝑋]によって Spec 𝑘(𝑋)の閉点は Spec 𝑘[𝑋]の生成点に移る。
少し話題を変えて，古典的な代数幾何学における多項式写像をスペクトルの射

として観察してみる。𝑘 を体とする。有限生成 𝑘 代数 𝐴 と 𝐵 に対し，𝑘 代数の同型
𝑘[𝑋1,… , 𝑋𝑛]/𝐼 ⥲ 𝐴と 𝑘[𝑌1,… , 𝑌𝑚]/𝐽 ⥲ 𝐵を固定し，各 𝑋𝑖の 𝐴における像を 𝑥𝑖で表し，同
様に各 𝑦𝑖 の 𝐵における像を 𝑦𝑖 で表すことにする。また 𝑘の元 𝑎の 𝐴や 𝐵における像も 𝑎

で表すことにする。𝑘の元 𝑎1,… , 𝑎𝑛によって (𝑥1 − 𝑎1,… , 𝑥𝑛 − 𝑎𝑛)のように表すことがで
きる極大イデアル𝔪を考えると，𝑘 → 𝐴/𝔪が同型である。𝐴の元 𝑓の 𝐴/𝔪における像を
𝑓(𝑎1,… , 𝑎𝑛)で表すことにする。
命題 5 　 𝑘 代数の射 𝜑∶ 𝐵 → 𝐴 による 𝔪 の引き戻し 𝜑−1(𝔪) は，極大イデアル
(𝑦𝑖 − 𝜑(𝑦𝑖)(𝑎1,… , 𝑎𝑛) | 𝑖 ∈ {1,… ,𝑚})と等しい。

証明　各 𝑖 に 対 し， (𝜑(𝑦𝑖) − 𝑓(𝑦𝑖)(𝑎1,… , 𝑎𝑛))(𝑎1,… , 𝑎𝑛) = 0 で あ る か ら，
𝜑(𝑦𝑖) − 𝑓(𝑦𝑖)(𝑎1,… , 𝑎𝑛) ∈ 𝔪である。ゆえに (𝑦𝑖 − 𝜑(𝑦𝑖)(𝑎1,… , 𝑎𝑛) | 𝑖 ∈ {1,… ,𝑚}) ⊂ 𝜑−1(𝔪)

である。𝜑−1(𝔪) ≠ 𝐵であるので，(𝑦𝑖 − 𝜑(𝑦𝑖)(𝑎1,… , 𝑎𝑛) | 𝑖 ∈ {1,… ,𝑚})が極大であることか
ら題意が従う。 ∎

𝑘𝑛 の点 (𝑎1,… , 𝑎𝑛) に対し，(𝑥1 − 𝑎1,… , 𝑥𝑛 − 𝑎𝑛) が極大イデアルであることと，
𝐼 ⊂ (𝑋1 − 𝑎1,… , 𝑋𝑛 − 𝑎𝑛) であることが同値であるので，後者は 𝐼 の勝手な多項式
𝐹 に対し 𝐹(𝑎1,… , 𝑎𝑛) = 0 が成立することが同値である。ゆえに 𝑉(𝐼) は Specm𝐴

に埋め込まれる。命題 5 から，𝑘 代数の射 𝜑∶ 𝐵 → 𝐴 は 𝑉(𝐼) から 𝑉(𝐽) への写像
𝜑′∶ (𝑎1,… , 𝑎𝑛) ↦ (𝜑(𝑦1)(𝑎1,… , 𝑎𝑛),… , 𝜑(𝑦𝑛)(𝑎1,… , 𝑎𝑛))を引き起こす。𝜑′はもちろん同型
𝑘[𝑋1,… , 𝑋𝑛]/𝐼 ⥲ 𝐴と 𝑘[𝑌1,… , 𝑌𝑛]/𝐼 ⥲ 𝐵の取り方に依存するが，𝜑が定める 𝑘概型の射
𝜑∗∶ Spec𝐵 → Spec𝐴および閉点の間の写像 Specm𝐵 → Specm𝐴は 𝜑のみから定まる。
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